REGULARITZACIO DEL PROBLEMA DELS TRES
COSSOS 1 ABAST QUE ELLA ASSOLEIX

I. GENERALITATS SOBRE LA INTEGRACIS
DE LES EQUACIONS DIFERENCIALS ORDINARIES

Sigui ¢ una variable independent, i siguin x,, %, ..., x
funcions incognites de la ¢, les quals han de verificar un
sistema d’equacions diferencials de la forma:

dx.- .
(1) 7 =X; (%1, %2 o, ¥m 8) (1=1,2..,1)

en les quals els segons membres s6n funcions conegudes
deles xidet

Integrar el sistema ha significat sempre, des de la
invenci6é del Calcul fins avui, caracteritzar d’alguna ma-
nera les funcions incdgnites x;(f). La més errcertada ma-
nera de realitzar-ho pot variar segons la natura especifi-
ca de la qiiestié que s’estudia. Perd els métodes analitics
de qué es disposa s’han anat multiplicant i afinant.

Primerament es considerava com a criteri tnic d’in-
tegraci6 el de substituir, tant com fos possible, les equa-
cions diferencials (I) per altres tantes relacions en termes
finits entre les x; i la ¢, expressades mitjangant les anome-
nades transcendents elementals, i aixi la discussié dels
valors de les funcions x;(f) quedava reduida a un pro-
blema menys elevat, aixd és, la resoluci6 d’equacions en
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termes finits. Amb tal procés s’aconseguf en certs casos
caracteritzar d’'una manera acabada les incognites, perd
en altres, no es fa altra cosa que enretirar la dificultat; i,
sobretot, és limitadissima la classe d’equacions integrables
amb transcendents elementals, per la qual cosa resulta
evident que la qiiesti6 s’ha d’abragar d'una altra manera.

Ja els analistes del segle xviir havien assajat desen-
rotllaments en série i procediments aproximats, mes és
precis arribar a Cauchy per a la demostracié del teorema
d’existéncia, la qual implica un tractament sistematic del
problema local, és a dir, la construccié d’un algoritme apte
a representar sota forma de série les funcions x(f) als
vols de ¢, és a dir, en un entorn prou petit de valors de ¢.

D’una manera precisa (referint-nos, per a fixar les
idees, al camp de les funcions analitiques), si els segons
membres X; sén funcions regulars de tots llurs arguments
al volt de certs valors qualssevol x(:’, t,, €l teorema d’exis-
téncia sosté que hi ha una solucid, i sols una, definida
pels valors inicials x(:), t,, és a dir, un sol sistema de fun-
cions x(#) que verifiquin la (I), que siguin regulars per a
valors de ¢ veins de &,, i, finalment, que per ¢ =/, es facin
iguals als valors donats a priori .

Si les funcions X; presenten singularitats, fins el
simple estudi local de les integrals és considerablement
dificil; i, malgrat els classics resultats de Briot i Bouquet,
Fuchs, Poincaré i Picard, sols es coneixen certs aspectes
particulars, encara que notables, de la qiiesti6.

Tornem a un entorn en el qual les funcions X; sén re-
gulars. Una solucié determinada pels seus valors inicials
pot ésser definida per a valors de ¢ veins de Z,, perd go que
interessa, restant en la consideracié de valor reals, és co-
néixer-la per a valors qualssevol de ¢ entre — o0 i + oo, O,
almenys, conéixer tot el camp d’existéncia de la solucié.

Un estudi global d’aquesta manera és, per regla ge-
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neral, molt dificil, i en els problemes d’interés conexe
s’hi arriba cas per cas amb criteris particulars diversos
(generalment partint d’expressions formals dels integrals
ja coneguts). Poincaré, en les seves recerques memora-
bles sobre corbes definides per equacions diferencials,
ha obert noves vies a la investigaci; perd sén encara
poques les classes de sistemes diferencials per a les quals
es pot arribar al fi desitjat.

La major dificultat prové, com s’ha dit, de les even-
tuals singularitats dels segons membres de la (I). Po-
sem-nos, de moment, en el cas més favorable en el qual
les singularitats no destorbin, i vejam fins on es pot
arribar. Les X; es mantenen per hipétesis regulars i
inferiors a un nimero donat M, qualssevol que siguin els
valors de les x; en un cert camp I, i els de ¢ en una franja
del mateix pla de variable imaginaria, franja que com-
prén enterament 1’eix real i té una amplada minima a, és
a dir, que abraga l’area compresa entre dues paral-leles
a l’eix real que disten & entre elles. Suposem, encara,
que se sap, d’'una manera o altra, que tota solucié x(?)
de les (I) determinada a partir de ¢ = ¢,, per valors ini-
cials £) continguts en un cert camp I dintre de T', no
pot sortir de I' al variar ¢ al llarg de l'eix real. Esta
demostrat que, en tal cas, les x(f) son funcions regulars
de t de — o0 a + oo,

Es tracta d’un corol'lari facil del teorema d’existéncia
en el qual val la pena de fixar-se un moment. Que I'' es-
tigui dintre de I’ voldra dir que, qualssevol que siguin els
valors x(? dins I" existeix un entorn | x; — x(? )
(essent b constant), el qual entorn estd contingut dins I

Amb tals hipdtesis i condicions, sigui T el més petit
dels dos niimeros a i x El teorema d’existéncia permet
afirmar que tota solucié x;{f) és, a partir d’'un valor real
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determinat de ¢, prolongable analfticament dintre d’un
cercle de radi T, en particular per + T al llarg de l'eix
real. Aquest eix pertany, doncs, tot sencer al camp de
regularitat de les funcions x;(f), i en particular queda
dins de l'estrella de Mittag-Leffler d’'una x; relativa a
qualsevol dels seus punts. Per aixd les x;(f) s6n, en tal
cas, representables en séries de polinomis de ¢ conver-
gent uniformement al llarg de 1’eix real.

Com es veu, almenys des del punt de vista matematic
de representar la funci6 amb algoritme convergent, s’és
arribat a abragar tot el camp real d’existéncia passant
del local al global.

Amb aixd no queda assolida la caracteritzacié comple-
ta dels integrals que permet donar-se compte de les varia-
cions qualitatives, de la periodicitat, estabilitat, caracter
asimptdtic, etc., als quals estudis, per llur gran importancia
d’aplicaci6é i de concepte, van endregats, des de Poincaré,
els esforgos i estudis dels gedmetres. Perd aquesta part
tan interessant ve subordinada al camp de regularitat dels
segons membres X;. Per aixo pot dir-se doblement privile-
giada la categoria de sistemes que romanen regulars en el
camp real, i queda patent l'interés que hi ha a reduir
el sistema diferencial que presenta singularitat a un altre
que no en tingui. En aixo consisteix la regularitzacid.

2. PROBLEMA DELS TRES COSSOS.
RESUM DE LES RECERQUES SOBRE LA CONDICI6 DE XOC.

Ofereix un exemple adequat d’aquesta categoria
de sistemes regularitzables el problema famés dels tres
cossos. Es tracta, com és ben sabut, del moviment de
tres punts materials O, P, P’ sotmesos a I'atracci6 miitua
que formula la llei de Newton.
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Les equacions diferencials del moviment, en una
qualsevol de llurs formes classiques, es comporten sempre
regularment en el camp real, mentre les posicions dels
tres cossos s6n distintes, i presenten, en canvi, singula-
ritats quan vénen a coincidir dos dels tres cossos o tots
tres alhora.

L’estudi analitic del comportament del sistema als
volts d’un xoc va ésser iniciat per Painlevé, fa uns trenta
anys. Va ésser aleshores demostrat per via rigorosa ¢o
que sembla intuitiu, aixo és, que sz pel valor t, del temps t
el moviment no es manté regular, necessiriament o bé una
de les tres distancies es fa nul'la o totes tres alhora s’hi fan.(®

D’aquests estudis, Painlevé(®) en dedui que les con-
dicions de xoc de dos cossos eren expressables, segons
tota probabilitat, per dues relacions uniformes entre
les coordenades i les components de la velocitat dels
tres cossos, i que, en el cas particular del problema pla,
era prou una tunica condicid, reduint-se l’altra a una iden-
titat.

Aquestes indicacions de Painlevé em portaren a fer
un estudi del moviment als volts immediats d’un xoc,
limitant-me, per a concentrar I'esfor¢ en els fronts essen-
cials, al cas més senzill del problema restringit.(

Es tracta, com se sap, d’'un cas particular del pro-
blema pla en el qual un dels tres cossos, vg. P, té una
massa indefinidament petita fins al punt de no tenir in-
fluéncia en el moviment dels altres cossos O i P’. Es

1. Com es veu, queda exclosa l'eventualitat, possible a priori, si bé
poc d’acord amb la intuici6 fisica, que dos cossos puguin acostar-se
tant com es vulga sense caure I'un sobre l'altre o bé sense que la dis-
tancia matua sigui sempre decreixent.

2. Legoms, etc. ... professées & Stockholm. (Paris, Hermann, 1897;
pigs. 582, 586.)

3. Traietiorie singolari ed urti mel problema ristyetto dei tye corpi.
(Amnn. di Matematica. Série III, tom IX. 1903. Pags. 1-32.)
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suposa que O i P’ es mouen de la més senzilla manera
compatible amb la llei de Newton, és a dir, que roden
uniformement entorn del centre de gravetat comid G.

El problema es pot referir a I’estudi del moviment
de P en el pla en qué es mouen O i P’ per l'accié6 mitua
que els atrau.

En el cas del problema restringit no hi ha altre xoc
possible que el de P amb O o0 amb P’.

El xoc té lloc sempre segons una direccié ben deter-
minada, és a dir, considerant un xoc en el moment £,
entre O i P per exemple, si s’anomenen 7 i 6 les coordenades
polars de P respecte de O no solament

Hm,r=o0 pert=¢,

com resulta dels estudis de Painlevé, sin6 que també exis-
teix un limit 6, per 6. La velocitat v es fa infinita, mes

Vr v

és finita; propietats, totes elles, perfectament establertes
i demostrades.

Transformant el sistema diferencial i tenint en compte
certes recerques sobre les singularitats polars, pot po-
sar-se en forma explicita la condici6 de xoc, que és tnica i
uniforme, com havia afirmat Painlevé.

Poc temps després, Bisconcini® envesti sobre la base
de principis semblants I’estudi del xoc binari pel problema
general dels tres cossos, arribant a donar en forma explici-
ta dues relacions uniformes caracteristiques del xoc, i aix{
va quedar plenament confirmada la indicaci6é de Painlevé.

Per altra part® Sundman, examinant el cas d’un

1. Sur le probléme des trois corps. (Acta Math. Tom 30. 1906. Pagines
49-92.)

2. Recherches suyr le probléme des trois corps. (Acta scmmamm
Societatis Fennicae. Tom XXXIV. N. 6. Helsingfors. 1907.)
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xoc general, pogué demostrar que és condicié necessaria,
perqué aixo esdevingui, que s’anul'li el moment resultant
de la quantitat de moviment dels cossos. Es aquest
moment NT un vector global necessariament constant per
a tota la durada del moviment d’'un sistema material
qualsevol subjecte a forces internes solament, com suc-
ceeix en el cas del problema dels tres cossos.

Si les condicions inicials sén tals que I no és nul,
es pot considerar fora d’examen l'eventualitat d’una
col'lisi6 general, i, per conseqiiéncia, les iniques singulari-
tats locals que cal tenir en compte son els tres xocs binaris.

Sembla que Weierstrass havia reconegut I’abast de
la restricci6 O # o en l'estudi analitic del problema dels
tres cossos perd és de justicia atribuir la proposicié a
Sundman, que no solament la retrobava, siné que en pu-
blicava la demostracié i en treia partit sistematic.

3. PRIMERA REGULARITZACIO ASSOLIDA.
RESULTAT FONAMENTAL DE SUNDMAN.

Aquests aventatges dugueren la confianga que les
singularitats analftiques corresponents al fenomen de
xoc sén, en realitat, menys formidables del que fou temut
des d’un principi. I, en efecte, al cap de poc temps vaig
trobar que, almenys en el problema restringit, el xoc binari
és regularitzable amb mitjans singularment senzills : re-
sultats que varen ésser comunicats al Congrés de Mate-
matics de Heidelberg en 1904, i exposats, amb llurs con-
seqiiéncies, en una Memoria de les Acta Math. (T. 30, 1906;
pags. 305-327).

1. Zuy Biographie vom Weierstyass. (Acta Math. Tom 35. 1911.
Pag. 30.)
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Com se sap, correspon a Sundman el mérit d’haver
regularitzat per primer cop, de manera completa, el pro-
blema dels tres cossos. El treball® obtenia en 1913 el
premi Pontécoulant de I’Académia de Ciéncies de Paris
i va fer gran efecte entre els matematics. Transcendia
adhuc al gran public, que fou assabentat que era trobada
la soluci6 del famés problema dels tres cossos, cercada en
va des de Newton.

Les consideracions preliminars fetes en parlar dels
sistemes d’equacions diferencials indiquen en quin sentit
és permés parlar de problema resolt, ensems que assenya-
lem quines i quantes qiliestions estan encara per resoldre,
si bé la majoria estan subordinades a la primordial regu-
laritzaci6 de qué ens ocupem.

Sobre I'abast d’aquest pas indiscutiblement essencial
em proposo retornar més endavant. Fixem-nos, per ara,
en els mitjans aptes a la seva realitzaci6. La via segui-
da per Sundman era indirecta : necessita la introduccié
d’un nombre, més aviat gran, de variables auxiliars i calculs
poc elegants, per donar lloc a un sistema regularitzat
que no entra en I'ambit de les equacions de la dinamica; i
aixd constitueix un inconvenient greu, perqué ja no és
permés (almenys sense discussi6 preliminar) l'aplicar a
tals sistemes els resultats teérics ni els metodes de calcul
de la mecanica analftica.

Pel problema pla he aconseguit una regularitzacié
dels xocs binaris verament dinamica i que conserva tots
els aventatges del sistema d’origen, fins comprenent-hi la
forma candnica.?

En substancia és la mateixa transformacié que abans

I. Mémoire sur le probléme des trois corps. (Acta Math. Tom 36.
1912. Pags. 105-179.)

2. Rend. des Lincei. Vol. XXIV (2.0 semestre 1915), pigines
61-75. .
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d’ésser coneguts els treballs de Sundman m’havia permés
regularitzar el problema restringit. Per la seva gran sen-
zillesa I’exposaré -aqui.

4. PROBLEMA PLA. LEMES DE COMPORTAMENT ANALfTIC.

Considerem, en el pla dels tres cossos, un sistema d’ei-
xos O x, x, amb l'origen mobil col'locat en el punt O,
perd de direcci6 invariable.

Siguin x,, %, i x;, x: les coordenades de P i P’
referides a aquests eixos, i siguin p,, p, i p;, p: les
components de les quantitats de moviment respectives,
- amb referéncia al centre de gravetat G de la terna, i aix{
— (p1 + #1), — (P2 + p1) seran les components de la
quantitat de moviment de O.

Diguem m,, m, m’ a les massesde O, P, P"; 7, 7', A a
les tres distancies OP, OP’, PP’; f a la constant d’atraccid
universal. Amb tal nomenclatura la funcié de forces és

L\ mem
=1, —

’ ’
mem mm
+ ’ + A ’
r

funcié holomorfa de x,, %,, x;, x; en tot el camp real
d’aquests arguments menys per valors nuls de 7, 7’ o A.

Escrivin
g = %(p: + 1) (For¢a viva de P)
s=—i7@2+pf) (1d  deP)

Fo=—n (p1+1>1)=+(p,+¢,)*' (Id. de O)

2m )

T=§+8+8 H=T-U
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La funci6 H ho serd de les quatre coordenades x,, x5
%, %, i de les quatre components de la quantitat de mo-
viment baricéntriques p,, ps, $;, ps la qual funcié no té
més singularitats que les ja assenyalades respecte de U
i amb valors infinits eventuals de la velocitat, és a dir,
de p1, P, P1s Do

Les equacions del moviment en la forma candnica de
Poincaré es poden escriure

dxi . H
Tdt oy

() i a
ﬁ:i..(,‘:: 2)
dt ax; TEh

amb altres semblants relatius als valors accentuats. Sén,
com es veu, un sistema normal. Els segons membres
son derivats de H, i, per tant, vénen afectats de singula-
ritats locals quan s’anullen 7, » o A o quan les velo-
citats es fan infinites. Aixd dltim és conseqiiéncia de
I'anterior, perqué el teorema de forces vives

H = Constant

T — U = Const

demostra que, mentre el limit inferior de les distan-
cies mutues sigui diferent de zero, com que U és fini-
ta, també ho és T, i, per tant, tota vegada que T és
forma quadratica definida, també és finita cadascuna
de les 3.

Per altra part, com s’ha dit abans, en el cas en qué
9, moment resultant de les quantitats de moviment,
no sigui zero, queda exclosa una col'lisi6 general. Si
es considera un xoc binari, per exemple, entre P i O,
es pot demostrar, com a conseqiiéncia de determina-
des consideracions respecte al comportament qualita-
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tiu de la dita singularitat, el conjunt de propietats que
vénen referides tot seguit i que no sén siné ’expressié
sota forma analitica precisa del que suggereix immedia-
tament la intuici6 mecanica del xoc entre dos cossos
en preséncia d'un tercer que roman estrany al fenomen.
A saber(®):

a) En acostar-se ¢ al moment del xoc ¢,

Hm. r,_,,=o0.

b) La posici6 i la velocitat baricentral del tercer
cos P’ i, per tant, les quatre variables que li corres-
ponen x’ p’, convergeixen a lfmits finits determinats
per t —1,. Esa dir

Mm. 7, _, =1m. A,_, >0

=4) (t=14) .

I
¢) La fraccié - és infinita per ¢ =1/, segons ex-

pressa la condicié a), perd resta integrable, de tal mane-
Ta que, posant

queda definit, llevat d’una constant additiva, un pardmeire
u que creix sempre amb t i convergeix cap a un valor finit
u, quan t — t, .

I
d) lim. '5(‘ -t lim. r W(P: + p:)(g_g,)= fmem ,

propietat que es dedueix de la integral de forces vives
multiplicant per » i passant al limit.

1. Sur la végularisation du probléme des trois corps. (Acta Math.
Tom 42. 1918. Pags. 99-143, cap. L.)
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5. REGULARITZACI6 CANONICA DEL PROBLEMA PLA

Tot aixd establert, observi’s que les equacions dife-
rencials (1) no alteren afegint 'a H una constant qual-
sevol. Per altra part, les (1) aquelles admeten, com ja
s’ha observat, la integral de forces vives H = Constant.
Designant per E la constant del segon membre i fixant
I'atenci6 en la categoria de solucions que corresponen a
un valor ben determinat de E (perd, altrament, qualsevol),
podem imaginar substituit H — E per H en les equa-
cions (1). Aixd té I'aventatge (que aprofitarem aviat)
que H — E s’anul'la al llarg de qualsevol de les solucions
de queé es tracta. Per tant, si s’anomena « a un qual-
sevol dels arguments x;, 2j, x;, #1, si alhora s’escriu

2 H*=7H—E) =¢S5 +7(3 + 5) —rU —7E

(no sortint de la categoria de solucions que es consideren)
i si, finalment, en lloc de ¢ s’introdueix la variable inde-
pendent % definida en I'apartat c), el sistema diferencial (1)
esdevé

dx,  oH*
s du - api
() ap; H* .
T a1 n2)

amb altres operacions semblants relatives a lletres accen-
tuades. Aquest sistema compta amb la integral H* =
Constant, perd sols interessa la categoria de solucions per
a la qual H* = o, que correspon a la del sistema (1) en
qué¢ H=E.

La senzillfssima transformaci6 amb la qual s’ha fet
el pas de (1) a (1') va ésser introduida per mi fa uns vint
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any a propdsit del problema restringit. Pot qualificar-se
de transformaci6 Darboux-Sundman, perqué afegeix el
criteri de fixar E- usat per Darboux en l'estudi de les
trajectories, amb la transformacié6 de variable indepen-
dent adoptada per Sundman. Si es conserva l’estruc-
tura analftica de la funci6 H* en acostar-se un xoc binari
entre P i O, es veu tot seguit que I'ds de la H* ofereix
positius aventatges. En efecte : els infinits han des-
aparegut, perqué la multiplicacié per r I'ha feta desapa-
Mom

réixer del terme f de U, i, per ¢o que deixem esta-

blert en I'apartat d), també el terme § de T queda arranjat
a bastament.

Pero encara no es pot parlar de funcions regulars res-
pecte de totes les variables, perqué, entrant-hi 7, presenta
la funci6 H* un punt critic respecte a x,, %, pels valors
nuls d’aquestes variables, i, demés, en virtut de d), p +
3 creix indefinidament, de manera que fins respecte a
les variables p,, p, el xoc no queda inclds en el camp de
regularitat.

Una transformacié ulterior en la qual intervenen

solament les quatre variables (*! **), elementalfssima, per-
b1 s P

met la regularitzaci6 de manera completa fof ¢ conservant
la forma candnica del sistema diferencial.

Basta substituir 1) a %,, x, dues variables noves lli-
gades amb les primeres per la relaci6 complexa

(3 %1 + 1%y = (& + 18)°
i 2) a les p,, p, dos arguments nous =, i =,, tals que
) D1 d%; + s A%y = 7, Ay + 73 dE,

sigui una identitat, havent en compte la (3).
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La condici6 4), de la qual se’n podrien deduir les
expressions explicites de x, i x,, és tal, que en les noves
variables &,, &, %, i =, les equacions conserven la forma
canodnica.

En forma més concreta, es pot posar:

T + i‘x:

2(§, — ;E—:). )

La 4) resulta, aixi, una conseqiiéncia evident de la (3)
i de la (5), obtinguda diferenciant la primera, canviant en
la segona ¢ en — ¢ i multiplicant membre a membre.

De les equacions (3) i (5), se’'n dedueix també, obser-
vant que 7 és el moédul de %, 4 #x, i anomenant p el modul
de & +¢&,,

(s) 1+ tpa=

(6) r=p'=84§;
i de (5) igualant els quadrats dels mdduls
=} + %3
) Atth=—

Multiplicant els dos membres de (5) per

r = (Ex + iE!)(El - i&!):
s’obté

®) r(py + 1ps) = ‘:— (71 + #xs) (61 + 465) .

D’aquesta dltima, igualant els quadrats dels moduls,
surt:
Ty + 8

Py (pl + P:) = = fmom

la qual demostra que x; + =; roman finit quan els dos
cossos P i O tendeixen al xoc; i aixd, tenint present la cir-
cumstancia de tendir la direcci6 OP a un limit ben de-
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terminat, assegura que =, i =, tenen, cadascun, limits per-
fectament determinats alhora.

De les equacions (3), (6), (7) i (8) resulta que ,, x,,
7, 7(p, + p%), 7P1, rps s6n totes funcions de segon grau
de les noves variables &, &, =, i ®,, quedant assegurada
la regularitat d’aquelles als volts de & =o, (& =0 i
d’aquells valors finits de =, i =3 que corresponen a un xoc.

Si ara s’observa que% i —Z— sén regulars als volts
d’un xoc, tant respecte a x;, ¥, com a x;, %,, és natural
que aquest caracter sigui conservat substituint & i & a
%;1x,. En el valor de

H*=7¢(T — U —E)

les variables x;, %4, $1, s intervenen solament per haver-hi
ri7r (p] + p3) en I'expressié de § i per haver-hi 7p, i 7p,
en el valor de §,. Per tant, és assolida la regularitzaci6é
completa de H* i, per consegiient, del sistema diferencial
relatiu a les noves variables, que resta candnic amb la
funcié caracteristica H* expressada en termes de les
noves variables : sistema que es pot escriure
dE; JH*  dx; SH*

du ox, ' du 3;

*  dp. JEI*
d_‘m"='—aH » P’=_ Hr (j=1:2).
du 3L du ox,

6. EL PROBLEMA EN L’ESPAI
ESPECIES VARIES D’ELEMENTS EL'L{PTICS.

Si del problema pla es passa al cas de I'espai, les férmu-
les cartesianes conserven el mateix aspecte, peré augmenta
en dos el nombre de graus de llibertat, intervenint-hi
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cadascun dels dos cossos P i P’ una coordenada de més,
%3 1 x, respectivament, i amb elles les quantitats de movi-
ment p, i p,. Conservant peraz, 7' i A els significats ja
coneguts de distancies mitues, es podra escriure ara:

I 2 2 2
= —Bi+p+2)
’ I '3 2 ’
§= b7+ 81+

S0 = e | o+ B0 (Bt £+ (oo B
Ales T, U, H se’ls conservari el significat ja conegut.
Durant un cert temps vaig estar buscant la manera

d’adaptar a l'espai la transformacié elemental
%y + %3 = (§1 + 98)*

que permet tan semzillament la regulariizacid en el pla.
Creia, demés, que no havia de renunciar a I’assaig d’una
transformacié en la qual intervingués tan sols x; i pj,
sense cap intervencié dels elements que defineixen la
posicié i el moviment de P’.

Per altra part, la regularitzacié6 ja aconseguida de
Sundman donava una certa confian¢a, si no garantia,
que havia d’haver-hi per al problema general una regu-
laritzacié mecanica intrinseca. Era, doncs, justificat in-
sistir en la temptativa de trobar-la.

Pero a res no pogueren conduir-me les transformacions
purament puntuals, és a dir, tals que x,, %,, ¥ fossin
substituides per la terna de noves variables £, &, & i
amb les conjugades definides per la relacié diferencial

(9) Pldxx + padxs + Dol = 188y + TadEs + wadEs .

De manera que, no sortint-ne amb les transforma-
cions purament puntuals, recorria a altres de més genera-
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litat, sempre entre les de contacte, és a dir, a transfor-
macions entre (xj, ;) i les noves (&, =j) que verifiquen
la (9). Ho sén, per exemple, les transformacions que ofe-
reix el métode d’integraci6 de Jacobi, i en particular la
transformacié classica o una de les seves variants introdui-
des per Poincaré, que passa de les x;, p; a les anomenades
variables keplerianes, les quals tenen un sentit precis rela-
tivament a 1’drbita el'liptica osculatriu, el focus de la qual
és O i que defineixen els valors instantanis de las x;, p;.

Pero cap de les transformacions referents al movi-
ment el'liptic és regularitzant per al problema dels dos
cossos P, O, ni menys per al xoc binari en el problema
dels tres cossos.

En el cas del moviment parabdlic, en canvi, el métode
de Jacobi permet trobar una transformacié regularitzant
als volts de O.

No és dificil de compendre el significat geométric i
cinematic de les noves variables (§;, %;) que vindran a subs-
tituir a les (x;, ;).

Sigui un instant determinat ¢, i consideri’s en tal ins-

s
)—QZ
o X,

Z

tant el punt P i el vector ¢ definits respectivament per les
coordenades x; i les components p; relatives a l'instant ¢.
El vector ¢ representa la quantitat de moviment de P re-
ferida al centre de gravetat G dels tres cossos, si amb la
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mateixa lletra ¢ designarem la llargada del mateix. Sigui
un moviment hipoteétic, que serd dit intermediari o bé,
encara que imprdpiament, osculador, en el qual 1) ¢ sigui
la quantitat de moviment de P en l'instant ¢, referida a
O en lloc de a G, 2) la forga sobre P és l'atracci6 provi-
nent de O, segons el potencial

fmam

r

Per als planetes i alguna volta per als cometes,

_fmam _ 1. fmem
r 2m r

3 <o.

Si la mateixa condici6 fos valida per al moviment
intermediari, aquest fora el'liptic kepleria i podria oferir-
nos transformacions de les x;, p; en elements keplerians,
sobre els quals hem dit ja alguna cosa.

Perd la referéncia del fenomen real a moviments hi-
potetics en els quals tant P com ¢ tinguin els mateixos
valors en l'instant escollit ¢, pot fer-se de molt diverses
maneres. Una d’aquestes féra, per exemple, la segiient,
per al cas d’ésser negativa la constant E, que és 1’energia
total del moviment real. L’equacié de forces vives seria

I k
m? -7 =F
en la qual férmula i ¢ s6n conegudes enl'instant #, E també,
i k ve definida per l'expressié anterior. En resultaria un
moviment intermediari amb la mateixa energia total E que
el moviment real, peré amb diferent valor de la constant
d’atracci6, que aquf és % en lloc de f m m,. Els elements
el'liptics corresponents s’anomenen ssoenergétics, a diferén-
cia dels ordinaris, que poden qualificar-se d’'isodindmsics.
Aquests elements isoenergetics no sén regularitzants, perd
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presenten, en certs casos, determinats aventatges pel fet
d’introduir com a variable canonica I’anomalia excéntrica
en lloc de I’anomalia mitja, que és la que figura classica-
ment entre els isodinamics, substitucié particularment in-
teressant per a alguns tipus de pertorbacions.(®

7. TRANSFORMACI6O CANONICA DEDUIDA DEL MOVIMENT
PARABOLIC. REGULARITZACIO D’UN XOC BINARI.

Un moviment fictici que no utilitza elements isoener-
gétics ni isodinamics, perd que respon al criteri que 1’drbita
intermediaria sigui parabolica, resulta de definir la cons-
tant d’atraccié per la férmula

I k

mi 7=

La constant de forces vives és nul'la, la qual cosa tra-
dueix la condicié caracteristica perqué el moviment cen-
tral newtonia sigui parabdlic. Admetem, doncs, el valor
de % que resulta de la férmula anterior per als valors 7 i ¢
del punt P en linstant £ La parabola intermediaria
(que passa per P i és tangent al vector ¢ en el punt P) tindra
el focus en O. Sigui p el parametre de la parabola i ¢ la
constant d’arees, és a dir el doble de la velocitat aerolar
relativa al moviment hipotétic.

Poden definir-se dos vectors, un & de llargada & = 2km,
dirigit del focus al vértex; altre H, paral-lel a g, de llarga-

dart = -;— g. Siguin &, =; les components d’aquests dos |

vectors.

1. Cfr. Nuovo Sistema canonico di elementi ellittici. (Ann. di Mat.
Strie III, tom. XX. 1913. Pags. 153-170. Volum dedicat a la memoria
de Lagrange.)
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Per abreviar, serd escrit
- ‘:‘ W= éi&i"‘r
I

i aixf les relacions entre les (xj, #;) i les (&, =;) poden
adoptar la forma

xp = w*;+ Wr;

(10) pi= T (i=1,23).

Aquestes férmules defineixen una transformaci6é de
contacte, perqué, segons el valor de W, la relacié (g) és
verificada.

En acostar-se P indefinidament a punt O, la llargada
de ¢ es fa indefinidament gran. Perd el producte rg*
resta finit i diferent de zero.

=

Havent introduit & com a vector de llargada
I .
2k = ;rq*, podem afirmar que les tres components

&5, £y, &, tendeixen a limits finits i determinats en el mo-
ment del xoc. Les =;, per al mateix instant, sén zero, ja

4
que, en acostar-se el xoc,la llargada = = ?q tendeix a zero.

I és interessant remarcar que no solament les #; sén,
totes, funcions regulars de les &;, =; als volts d'un xoc,
és a dir, per valors zeros de les =; i valors, no tots nuls, de
es &, siné que també succeeix el mateix per a

r = Ex?

(x1) rpi = &=

rpr+ i+ pa) =E.

D’aixd es dedueix, d’'una manera semblant a ¢o que
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hem deixat estatuit per al cas del pla, que la funcié carac-
teristica H* i, per tant, el sistema diferencial queden re-
gularitzats amb la indicada transformaci6.

8. PARAMETRE SIMETRIC. REGULARITZACIG COMPLETA.

Fins aqui s’ha tractat la regularitzacié d'un xoc binari
PO. Consideracions semblants poden ésser repetides per
als altres tipus de xocs PP’, P'O, adoptant les transforma-
cions corresponents. Per al xoc PO s’ha fet servir no
solament la transformaci6 de contacte esmentada, siné
també un camvi de variable independent, de manera que,
en lloc de ¢, s'introduia .a nova variable # definida per a

du=-§—t-.
r

Observant que el producte

fmm’

rU = fmm + A

+

f mo'm y ’,
r

considerat com a funcié de les variables transformades

&, =j, aixi com de les %', és regular als volts i fins en el

moment del xoc, sense anul'lar-se, es podra encara substi-

tuir a % la nova variable ¢ definida per

(12) dt = rUdu

sense comprometre per a res la regularitzaci6. Aquesta
variable nova t creix constantment amb #% i, per tant,
amb £, convergint cap a un valor finit per l'instant del
xoc ¢ =¢,, a la manera mateixa de .

Entre el nou parametre = i el temps ¢ hi ha la relacié

(12°) dt = Udt
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en la qual apar evident l'estructura de simetria (respecte
dels tres cossos) que té ¢ en front de #. Si en les férmules
(1) es posa = en lloc de %, i per a simplificar s’escriu

b ¢
g & ¢
rUH
o sia per (2)

I
(13) F =F(H—E),

el sistema (1), en el qual F, de la mateixa manera que H¥*,
s’entén tenir el valor o, serd novament:

dxi _ oF 3x; _ oF
T % A
4 d F 3, 91:
ﬁ [Re— 3 __'. _— —_— y — 2
i il il b S

Amb el nou parametre simétric ¢ no cal modificar la
variable independent en procedir a la regularitzacié’ als
volts d’un xoc qualsevol binari, i solament cal la transfor-
macié de contacte corresponent, junt amb translacions
d’origen de O a Po a P’.

Pel teorema de Sundman respecte de ’anul‘lacié del
moment resultant 9T de les quantitats de moviment, queda
exclosa I’eventualitat d’un xoc general, i, en conseqiiéncia,
resulta demostrat, aixf, que el sistema (14) és regular o
regularitzable amb senzilles transformacions candniques de
les incognites : regularitzacié valida per a qualsevol valor
de =, i aixd vol dir del temps, tant si hi ha xocs com si no.

9. EN QUIN SENTIT ES POT DIR RESOLT EL PROBLEMA

Les coordenades dels tres cossos o figuren directa-
ment entre les incognites o bé sén expressables com a
funcions holomorfes d’altres variables que permeten la
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regularitzacié, per exemple, per a les primeres férmules
(x0). Per tant, les coordenades dels tres cossos t lurs
distancies miitues aixf com el temps (formules 12 i 12°)
son funcions del pardmetre < per a lots els valors veals
d’aquest, valors que corresponen biunivocament a tots els
valors reals del temps. Aquesta és la conclusi6 avui ja
classica de Sundman que tanca tota una categoria de
recerques antigues i modernes.

Pero si bé la importancia del resultat obtingut és molt
notable, no es pot negar que la série de polinomis en ¢
(o altre série semblant), amb els quals es pot represen-
tar la solucié, té un aspecte aridament quantitatiu, de ma-
nera que ni en déna la manera d’ésser general ni les ca-
racterfstiques de major relleu. Fins al punt que, si, per
exemple, per * ==, hi ha efectivament un xoc, les fér-
mules que resten valides abans del xoc, durant aquest i
després, no permeten, sense nova discussi6, donar-se’n
compte.

I0. SIGNIFICAT MECANIC DE LA PROLONGACIG ANAL{TICA

Les férmules valides per abans o després del xoc poden
tenir fins i tot un cert interés astrondmic, encara que les
velocitats mitjanes dels cossos sideris siguin bastant supe-
riors a les dels projectils més potents, i sols grosserament
comparables els materials.

Mes, en veritat, si es prenen per norma els efectes
balfstics, pot pensar-se en qué el xoc de dos cossos sideris
resulti ésser I'aspecte cientific d’una catastrofe : la fi del
moén, que ha distret llarg temps i distreu encara la fantasia
popular. Si el mén es fa trossos, el problema del moviment
després del xoc presentara caracteristiques ben diverses de
les que s6n esquematitzables en el problema dels tres cos-
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sos i la prolongaci6 analitica serd qualque cosa ben dife-
rent de la realitat.

Per6 pot fer-se 1a conjectura, altrament, de qué les
conseqiiéncies catastréfiques del xoc siguin limitades a
les regions en les quals té lloc el contacte, i que I'efec-
te general sigui un rebot, com succeeix en els cossos
perfectament elastics i en les molécules tals com se les
considera en la teoria cinética dels gasos. Aleshores
es pot atribuir un sentit fisic perfectament definit al mo-
viment, després del xoc, dels centres de gravetat dels cossos
que es topen.

I, en efecte, el professor Armellini®® ha trobat que a
la continuacié analitica de Sundman correspon el movi-
ment dels centres de gravetat de dues esferes perfectament
elastiques després del xoc.

Amb aix0 queda justificat i fins imposat per la natu-
ralesa de les coses el criteri analitic de fer variar < in-
condicionalment de — oo a 4 oo, sense deturar-se en xocs
eventuals; perd sén aquests fenémens tan sobresortints
en la histdria del moviment, que no es pot dir que s’hagin
integrat fins a la fi les equacions diferencials del problema
si no es pot d’'una o altra manera saber a priori, per les
condicions inicials donades, si el xoc és de témer o no.

II. PREDICCIG A TERMINI BREU. SEGURETAT SECULAR.

Ja s’ha vist com la pregunta sobre quines serien les
condicions caracteristiques d’'un xoc, porta a I'estudi de-
tingut de la naturalesa de la singularitat corresponent.
Obtinguda la regularitzaci6 local, de manera que als volts

1. Estensione delle soluzione del Sundman dal caso di corpi ideald
al caso di sferette elastiche omogenee. (Rend. delle R. Acc. dei Lincei.
Vol. XXIV [primo semestre 1913], pags. 185-190.)
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d'un xoc en un cert entorn D tots els elements integrals
del sistema diferencial sén holomorfes, la construccié
efectiva de les condicions de xoc no presenta cap dificultat,
mi de concepte, ni formal, ja que les equacions caracteris-
tiques poden ésser obtingudes amb algoritmes uniforme-
‘ment convergents en D,

Perd tot resta subordinat a la hipdtesi de trobar-se
dins D. Per a fixar ’atenci6 en el cas més senzill ens re-
ferirem al problema restringit, en el qual (tota vegada
-que O i P’ estan a distancia invariable tot el temps) l'en-
torn D es redueix a dos entorns I,, I’ de centres O i P’.
Si el punt P es troba dins I, podem deduir dels valors de
les quantitats que defineixen el seu estat de moviment, si
1a condicié de xoc és verificada o si no ho és.

P’

Si ho és, se sabra cert que, al cap de cert temps (del
-qual es pot donar el limit superior) P cauri sobre O.

Si no és verificada, aixd vol dir que no hi ha perill
-de xoc mentre P no surti fora de 1,, perd pot perfectament
-succeir que P ixi de I, i que hi torni a entrar, satisfent
:aleshores, ja dintre altra vegada, les condicions de xoc.(®

Es una qiiesti6 vital, potser dificil, peré no inatacable
i certament mereixedora d’estudi, la de previsi6 del xoc
a larg termini i pel sol examen de les dades inicials. Per-
qué la qiiestié sigui realment vital, potser convé modifi-
car-la lleugerament de manera que quedin respectades les
condicions de seguretat asimptotiques, és a dir, pera un

1. Cfr., per exemple, Sur la résolution qualitative du probléme res-
wyeint des trois corps. (Acta Mat. Tom XXX. 1906. Pags. 305-327.)
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temps indefinidament llarg. Perqueé, encara que el prin-
cipi del moviment del centre de gravetat sigui cert i rigo-
rés, la llei del dit moviment sols és identificable amb la
de tres punts matematics que s’atrauen, segons la llei de
Newton, amb la condicié que les distancies miitues d’aques~
tos siguin superiors a un cert limit ¢ que depén de les di-
mensions i distribucié de les masses dels tres cossos reals.
La condici6 de seguretat referida al problema restringit ve
caracteritzada, doncs, per les desigualtats

OP>¢ PP>c.

Per a valors (negatives) prou grans de la constant de
forces vives, Hill va descobrir que poden ésser tragats dos
ovals, cadascun dels quals comprén un sol dels centres
O, P’, i de tal propietat que P roman indefinidament
dintre d’un d’ells. El perill de xoc és, aix{, unic, i la
condici6 de seguretat, en I'oval Q, de centre O, v. g., és
representat dnicament per la desigualtat

OP>e.

I2. DUBTES CRITICS.
JUSTIFICACIO INTUITIVA DE LA SEGURETAT.

Si hom es deixa conduir per I'analogia amb altres
problemes de dos graus de llibertat, en particular i per
exemple, el moviment d’un punt pesat en una superficie
rodona, es presenta tot seguit el dubte que les trajectd-
ries, en no ésser tancades (ja que no es tracti d’orbites pe-
riddiques) ompliran practicament tot el camp Q,. L’ad-
verbi practicament vol dir la circumstancia que, escollit
un punt qualsevol M en Q, i un nimero e tan petit com es
vulgui, tota trajectoria acaba en els seus desenrotllaments
espirals indefinits per passar a una distincia < ¢ de M.
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Si aix{ fos, les condicions de seguretat, encara que es veri-
fiquessin, no tindrien cap utilitat astronémicament. Per-
qué, per una banda, les dades inicials sols es poden conéi-
xer amb un cert grau d’aproximacié (gran, perd, limitada),
i, per altra, les solucions periddiques sén, respecte de la
totalitat de les solucions, una varietat que depén d’un
nombre menor de parametres (aixo en general, i més cer-
tament per al problema dels tres cossos). Aixi és que, per
a valors indefinidament proxims a unes inicials qualssevol,
la majoria de les solucions que els corresponen ompliria
practicament Q, excloent tota seguretat asimptdtica del
moviment.

Peré tampoc convé abandonar-se massa al pessimisme.
Es perfectament possible que, segons siguin les dades
inicials, les regions envaides a €, siguin diverses; de ma-
nera que pugui garantir-se la seguretat mitjangant deter-
minades limitacions de les dades inicials.

La intuici6 mecanica sembla donar base a semblant
punt de vista (fig. 3).

En efecte : si no hi hagués el centre P’, el punt P des-
criuria una orbita el-liptica tota continguda dins Q,. La
pertorbacié de P’, sempre en el problema restringit, pot
ésser calculada en els seus efectes seculars per la manera
de Gauss, assimilant P’ a un anell circular que materia-



30 Publicacions de I'Institut de Ciéncies

litzés I'drbita de P’. La forga pertorbatriu corresponent ¢
(diferéncia entre I'atraccié unitaria en P i en O) seria ra-
dial per rad de simetria i adregada a Uexterior. L’efecte
general hauria d’ésser, doncs, el d’augmentar, mai el de
disminuir, la distancia minima de O. Per aix9, si I'el'lipse
no pertorbada satisfa les condicions de seguretat, a partir
de les mateixes condicions inicials la seguretat no podria
ésser més que major en el problema restringit.

Evidentment sols es tracta de conjectures basades
sobre un procediment, classic i expressiu, si, peré no ri-
gords, per al calcul de les pertorbacions seculars. De tota
manera, la conclusi6 és encoratjadora, i per aixd em sembla
convenient recomanar als estudiosos 1’examen de la se-
guretat per exemple, i per comengar, en el cas del pro-
blema restringit. Es la qiiesti6 que es posa a priori en
la previsi6 a llarg termini.

Encara que avui la teoria d’Einstein ens porta a con-
siderar la férmula newtoniana com una primera aproxi-
maci6, aquesta aproximaci6é és tan gran que un resultat
newtonid valid per a valors indefinidament grans del
temps (¢o que hem anomenat asimptotic) té sempre un
valor precibs, adhuc en la nova mecanica.

El que vulgui discutir amb el necessari ngor mate-
matic la més senzilla qiiestié6 de seguretat, que és la indi-
cada tot just, podra mirar d’orientar-se invertint la qiies-
ti6, és a dir, estudiant els moviments, les trajectories
dels quals passin a distancia < ede O i examinant quin
sigui el camp que envaeixen en la varietat representativa
dels estats de moviment. Si en aquesta varietat hi que-
den buits, aquests s6n regions de seguretat.

La qiiesti6 ve lligada i subordinada a la prévia regu-
laritzaci6 de les equacions del moviment. A la mateixa
regularitzaci6 resten igualment subordinades les moder-
nes recerques que tenen per objecte l'estudi sintétic de la
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manera d’ésser de les solucions singulars, de llurs pro-
pietats asimptotiques i estadistiques del conjunt. En
aquesta direcci6é descoberta per Poincaré i per ell mateix
vigorosament explorada, s’escauen les recerques notabi-
lissimes de Birkhoff sobre la distribucié de les solucions
periddiques en el problema restringit dels tres cossos.(®

Semblants consideracions poden atribuir-se al cas
general, de manera que, si bé és cert que la regularitzaci6é
del problema dels tres cossos no n’és encara la solucié com-
pleta, no és menys cert que, d’'una banda, se’'n pot treure
un algoritme resolutiu valid sense condici6 a partir de
dades inicials qualssevol i per tota la durada del movi-
ment i fins més enlld (Sundman); i, d’altra banda, és una
preparacié indispensable per a compendre l'esséncia in-
tima del problema, per la qual cosa, si bé amb variades i
diverses idees sobre els mitjans aptes per a assolir-ho,
des dels temps més reculats fins als moderns, s’ha requerit
la intervencié de la Matematica en l'estudi dels fendmens
naturals.

1. Cfr. The restricted problem of three bodies. (Rend. del Circolo
Mat. di Palermo. Tom XXXIX. 1915. Pags. 265-334.)



